RAVAN

Ravan je osnovni pojam u geometriji i kao takav se ne definise.

Ravan je odredena tackom i normalnim vektorom.

n(4,B,C)

o
M, (x;, ,2)

Da bi izveli jednacinu ravni , prouc¢imo sledecu sliku:
A

n(4,B,C)

M(x,y,2) M, (%, ,2,)
T ;

Neka su 7 i ;1 vektori polozaja tacaka M 1 M, . Odavde je: MM =;—;1

a kako je vektor 71(A, B,C) normalan na ravan 7, to njihov skalarni proizvod mora biti jednak 0.

n-(r-r)=0

Ovo je jednacina ravni 7 u vektorskom obliku.
Akakoje MM =r—r=(x-x,y—y,,z—2) i n=(4,B,C) dobijamo :

;l'(;_;i.):(AaBac)'(x_xlﬂy_ylaz_Zl):O
A(x—x)+B(y—»)+C(z-2)=0

A ovo je jednacina ravni u skalarnom obliku.( odnosno kroz jednu datu tacku)



Primer 1.
Napisati jednacinu ravni koja sadrzi tacku M(2,1,3) i normalna je na vektor n= (1,-1,2)
Resenje:

A(x=x)+B(y—»)+C(z-z)=0
I(x=2)-1(y-1D)+2(z-3)=0
x=2-y+1+2z-6=0
x—y+2z-7=0

Odavde dobijamo i opStu jednacinu ravni :

Ax+By+Cz+D=0|, gdeje A>+B*+C*>0

Ako su nam date tri tatke M (x,,¥,,2,),M,(x,,,,2,),M,(x;,;,2,) , onda jednadinu ravni trazimo:

(r=1)-[(r2—1)x(r3—1,)] =0 u vektorskom obliku i

X=X y-»n -z
X,—X, Y,—» z,—z|=0 uskalarnom obliku.

Xs=X, W=V Z3—Z%



Primer 2.

Date su tacke A(-1,2,-1), B(0,-4,3) i C(1,-1,-2). Napisati jednac¢inu ravni koju one odredjuju.

Resenje

X=X Y-y z—z x+1 y-2 z+1 x+1 y-2 z+1
X=x YV,=¥ 2z,—-z|=0->|0+1 —4-2 3+1{=0->]| 1 —6 4 =0
X;=X, V=V Z—Z I+1 -1-2 -2+1 2 -3 -1

Razvijamo je po prvoj vrsti...
(x+1)(6+12)—(y—-2)(-1-8)+(z+1)(-3+12)=0
18(x+1)+9(y—-2)+9(z+1)=0
18x+18+9y—-18+9z+9=0

18x+9y+9z+9=0 ... /:9

2x+y+z+1=0

U situacijama kad trebamo nacrtati ravan , najbolje je koristiti segmentni oblik:

ZA

C(0,0,¢)

yL
B(0,5,0)

4(a,0,0)

Naravno, a,b i ¢ su odsecci na x, y i z osi.
Primer 3.
Ravan 2x+3y +6z - 12 =0 prebaciti u segmentni oblik i skicirati je.

Resenje:



2x+3y+6z—-12=0 Kako na desnoj strani mora biti 1, radimo sledece:
2x43y+6z2=12.cerenn. /:12

§+3_y+2:1

12 12 12

£+Z+£:1

ZA

€(0,0,2)

v

B(0,4,0)

4(6,0,0)

Primer 4.

a) Odrediti jednacinu ravni koja sadrzi koordinatni pocetak

b) Odrediti jednacinu ravni koja je paralelna sa Oz osom

c) Odrediti jednacinu ravni koja je paralelna sa Oxy ravni

Resenje

a) Kako koordinatni poc¢etak sadrzi tacku O(0,0,0) , njene koordinate mozemo zameniti u opstu jednacinu ravni:
Ax+By+Cz+D=0

A-0+B-0+C-0+D=0->D=0

Dakle, trazena jednacina te ravni je Ax+By+Cz =0

b) Ako je ravan paralelna sa Oz osom , onda je u vektoru normalnosti te ravni n= (A, B,C) sigurno C=0, to jest , on

je n= (4,B,0) paje ravan Ax+By+D=0

c) Ako je ravan paralelna sa Oxy ravni onda je A=01 B=0, pa je ravan

Ax+By+Cz+D=0

Cz+D=0
Cz=-D
D ) o
z= _E Naravno, ravan z = 0 je ustvari ba§ Oxy ravan.



Rastojanje tacke M (x,,,,z,) od ravni Ax+By+Cz+d =0 se racuna po formuli:

| +By0+Czo+D|
‘ JA£ 1B+ ‘

Naravno, apsolutna vrednost nam obezbedjuje da to rastojanje ne bude negativno.
Primer 5.

Odrediti rastojanje tacke A(1,-1,3) od ravni 2x-3y+2z—4=0

Regenje

Ax, + By, + Cz, + D)
JL& B +C |

2-1—3-(—1)+2-3—4|

d=

= S E3)|
d:2+3+6—4
J419+1
o I P T 7J_ 14
NI TR TR TR TR

Kakav mozZe biti uzajamni polozaj dve ravni?
Posmatrajmo dveravni A x+By+Cz+D, =0 1 Ax+B,y+C,z+D,=0
Naravno, njihovi vektori normalnosti su nT(Al, B,C) 1 nt(Aw B,,C,) .

1) Ravni su paralelne samo ako su njihovi vektori normalnosti kolinearni .(Cesto se u zadacima uzima da one
imaju isti vektor onda)

EX
>
R

Uslov paralelnosti bi bio n,xn, =0 ili n =A-n, (kolinearni, linearno zavisni) ili

4 _B_G
4 B, C




i1) Ako ravni nisu paralelne , onda se one seku pod nekim uglom .

Ugao izmedju dveju ravni je ugao izmedju njihovih normalnih vektora .

Koristeci skalarni proizvod ( pogledaj taj fajl) , ugao odredjujemo po formuli:

non, A A, +BB,+CC,

cos@ =

—

n

m| NAT+B+CI 47+ B +C

Specijalni slucaj je kada se ravni seku pod pravim uglom:

=) I8

Ondavazidaje n -n,=0



Primer 6.
Odrediti jednacinu ravni koja prolazi kroz tacke A(2,3,1) i B(-1,2,-2) i normalna je na ravan « : 2x-3y+z-5=0
Resenje

Najpre da postavimo zadatak.

Oznacimo trazenu ravan sa [ .

Tacke A i B pripadaju toj ravni i formiraju vektor AB=(-1-2,2-3,-2-1)=(-3,-1,-3)

Ovaj vektor AB je normalan na vektor normalnosti ﬁ; ravni f. A kako u zadatku kaze da su ove dve ravni
normalne, onda je i ﬁ; normalno na ﬁ: . Dakle: ﬁ; L A4B i ﬁ; 1 ﬁ; , a ovo nam govori ( pogledaj fajl vektori u

prostoru) da traZeni vektor n, moZemo naci pomocu vektorskog proizvoda!

_

n,=n, x AB
ik

ny=12 =3 1|=i(9+1)~j(-6+3)+k(-2-9)=10i+3; 11k = (10,3,-11)
-3 -1 -3

Dalje koristimo jednacinu ravni kroz jednu tacku ( sve jedno je dal ¢emo uzeti tacku A ili tacku B)

Uzmimo recimo tacku A(2,3,1)

A(x=x)+B(y—»)+C(z-z)=0
10(x=2)+3(y-3)-11(z-1)=0
10x-20+3y-9-11z+11=0
10x+3y—-11z-18=0

I dobili smo trazenu ravan.



Skup svih ravni koje sadrze datu pravu p je pramen ravni.

Jednacina pramena je data preko dve prave koje pripadaju pramenu i parametra:

Ax+By+Cz+D +A(4x+B,y+C,z+D,)=0

Primer 7.

U pramenu ravni odredjenom ravnima 3x+y+z-5=0 i1 x-y-z+2=0 naci ravan koja je normalna na prvu od datih ravni.
Resenje

Oformimo najpre pramen :

Ix+y+z-5+A(x—-y—-z+2)=0

Sredimo ovo da nadjemo vektor normalnosti tog pramena...( sve uz x, pauzy, pa uz z...)
3x+y+z-5+Ax—-Ay—-Az+12=0

B+A)x+(1-A)y+(1-)z+24-5=0

Odavde je n,, =(3+A,1-A,1- 1)

Zaprvuravan 3x+ y+z—5=0 vektor normalnosti je nj =(3,L1)

Iskoristimo uslov normalnosti: nT-@ =0
3,LH)-3+4,1-4,1-4)=0

33+ ) +1(1-A)+1(1-2)=0

9434+1-A+1-4=0

A=-11

Vratimo se sada u pramen 1 zamenimo dobijenu vrednost:
3x+y+z-5+A(x—y—-z+2)=0
3x+y+z-5-1l(x—y—-z+2)=0
3x+y+z-5-1lx+11y+11z-22=0

—8x+12y+122-27=0] je resenje!




